[bookmark: _GoBack]4-семинар сабақ. Шеттері немесе шекаралары жылжымалы вариациялы есептер
4.1. Бір шеті еркін немесе екі шеті  еркін есептер
Айталық,
                                                                             (1)
функционалы                         x=a, y(b)=B                                                                             (2.a)
немесе                         y(a)=A, x=b                                                                            (2.б)
шеттік шарттарында қарастырылсын.
Онда,  y(b)=B ( немесе y(a)=A),  – бектілген шет, x=a (немесе x=b )  – еркін шет деп аталады. Осыған байланысты сол жақ шеті (немесе оң  жақ шеті) еркін вариациялық есеп аламыз.
 Сол жақ шеті еркін есеп  (1) функционалын  әлсіз экстремумге жеткізетін,  (2.a) шартын қанағаттандыратын, [a,b] кесіндісінде үзіліссіз дифференциалданатын y(x) функцияларының 
                                                        (3.a)
класындағы локәлдік экстремумды табуды білідреді
Оң жақ шеті еркін есеп  (1) функционалын  әлсіз экстремумге жеткізетін,  (2.б) шартын қанағаттандыратын, [a,b] кесіндісінде үзіліссіз дифференциалданатын y(x) функцияларының 
                                                         (3. б)                    
класындағы локәлдік экстремумды табуды білідреді
Шеттері еркін есеп  (1) функционалын  әлсіз экстремумге жеткізетін,  
                                        х=a, (3)
 шартын қанағаттандыратын, [a,b] кесіндісінде үзіліссіз дифференциалданатын y(x) функцияларының 
                                      (4)                                
класындағы локәлдік экстремумды табуды білідреді.
[bookmark: _Hlk220673060]Теорема 3.1. Екі рет үзліссіз дифференциалданатын  функциясы бар (1) функционалы      (сол жағы  еркін) кезінде экстремумге жетуі үшін бұл функция Эйлер теңдеуін :
                                                             =0                                              (5)                                                             
және еркін шетінде  x=а кезінде
                                   (6.а)                                
шеттік шартын қанағаттандыруы қажет.
Ескертпе.1. Функционалдың оң жағы еркін кезінде  класындағы функцияларда функционалды әлсіз экстремумге жеткзетін экстремумды  здеу аналогия бойынша арастырылады. Екі рет үзліссіз дифференциалданатын  функциясы бар (1) функционалы      (сол жағы  еркін) кезінде экстремумге жетуі үшін бұл функция (5)  Эйлер теңдеуін, (2.б) шартын және еркін шетінде  x=b кезінде
                                   (6.б)                                
 шеттік шартын қанағаттандыруы қажет. 
Алынған (6.а),(6.б) шарттары табиғи шарттар деп аталады
Ескертпе.2. Шеттері еркін  есепте де аналогия қолданылады. Екі рет үзліссіз дифференциалданатын  функциясы бар (1) функционалы  функциясында  кезінде экстремумге жетуі үшін бұл функция Эйлер теңдеуін және еркін шеттерінде (6.а),(6.б) шарттары орындалуы қажет
Шеттік  шарттарды анағаттандыратын шешмдер Ұйғарымды экстремлдар деп аталады. Одан әрі экстремумге зерттеу белгілі схема бойынша жүзеге асады.
4.1.1.Есеп шығару мысалдары
	Функционалдарды экстремумге зертте:
Мысал 1. , 
	Шешуі. Эйлер теңдеуі: Теңдеудің жалпы шешімін жазамыз 
Онда 
 кезінде
 
Ұйғарымды экстремәл
Лежандр шарты орындалады (максимум)
Якоби шарты орындалады:,

Вейерштрасс шарты орындалады:


Демек, функциясында  берілген функционал әлд максимумге жетеді:
MaxI[]==
 Мысал 2. , 
Шешуі. Эйлер теңдеуі: Теңдеудің жалпы шешімін жазамыз 
Онда 


 кезінде
 
Ұйғарымды экстремәл
Лежандр шарты орындалады (максимум)
Якоби шарты орындалады:,

Вейерштрасс шарты орындалады:


Демек, функциясында  берілген функционал әлд максимумге жетеді:
MaxI[]==.

Мысал 3. , 
Шешуі.  Шеттері еркін есеп алдық. Эйлер теңдеуі: Теңдеудің жалпы шешімін жазамыз 
Онда 
кезінде     
 кезінде           
. Яғни . Ендеше ұйғарымды экстремәл
Лежандр шарты орындалады (максимум)
Якоби шарты орындалады:,

Вейерштрасс шарты орындалады:


Демек, функциясында  берілген функционал әлд максимумге жетеді:
MaxI[]==


Мысал 4. Сол жағы  А(1,0) нүктесінде бекітілген,  ал оң жағы  түзуінде жататын 
   функционалын  экстремумге  жеткізетін қисықты табу. 

[image: ]






	Шешуі: Берілген функционал  үшін  Эйлер теңдеуін жазамыз. Бізде , ендеше  Келесі дифференциалдық теңдеу алынады: немесе. Осыны екі рет интегралдасақ: кубтық параболаның екі параметрлі үйірін аламыз:






Одан әрі  шекаралық шарттар  не беретінін анықтаймыз. Ұйғарымды қисықтардың сол жағы А(1,0) нүктесінде бекітілген ,  демек ол үшін трансверсалдік шартын жазып керегі жоқ. Осы щартты жалпы шешіміне қойсақ,  Осыдан  кубтық параболаның  бір параметрлі  үйірін аламыз:

                                                                                      (4.14)

	Оң жақта шет еркін  Сондағы алатынымыз :




Осыдан , ақырғы шешім:  және 
Лежандр шарты орындалады :


Мысал 4. О(0,0) нүктесімен   түзуін қосатын барлық  жатық қисықтардың ішіндегі  функционалын  экстремумге  жеткізетінін  табу 
[image: ]
                    Мысалдың геометриялық түсінігі






 интегранты х айқын  тәуелді емес. Онда Эйлер теңдеуі  Онда  Онда  және .




 жалпы шешім (параболаның екі параметрлі үйірі). Ұйғарымды  қисықтардың  шеттерінің біреуі  О(0,0) нүктесінде бекітілгендіктен, Онда . Екінші шеттегі шарт  3-жағдайға сай келеді.Оның трансверсалдік шарты  
Осыдан алатынымыз:





	Мұның сыртында  екінші шетте  . Осыдан табатынымыз:  Ақырында  алатынымыз:






Бұл жүйенің шешімдері: және  Сонда алынған ақырғы шешім: және .
Бірінші функцияны  тексерейік: Лежандр шарты орындалады:  (максимум)
Якоби теңдеуі=0,, 
Якоби шарты орындалады:
Вейерштрасс шарты орындалады:
-

Екінші функцияны  тексерейік: Лежандр шарты шарты орындалады:  (максимум)
Якоби теңдеуі=0,, 
Якоби шарты орындалады:
Вейерштрасс шарты орындалады: 
-




Мысал 5. Бір шеті  О(0,0) нүктесінде бекітілген, екінші шеті   түзуінің бойында сырғитын  қисықтардың ішіндегі  функционалын  экстремумге  жеткізетінін  табу (4.7-сурет).





    [image: ]          интегранты  ке ғана тәуелді. Демек  Эйлер теңдеуінің жалпы шешімін бірден жазамыз: .  Ұйғарымды қисықтардың бір шеті бекітілгендіктен,  Онда  
  


Екінші шеттегі шарт    2-жағдайға сай келеді. Оның трансверсалдік шарты мына түрге келеді:  Мұндағы . Осыдан алатынымыз:
Мысалдың геометриялық түсінігі






 Мұның сыртында  екінші шет теңдеуі  Ұйғарымды қисыққа  осы өрнекті қойсақ:  Ақырында  параметрлерді анықтатын жүйе аламыз:


немесе 




Жүйенің бірінші  теңдеуінің шешімі екі шешімі бар:  және   Демек  кезінде , кезінде  Ендеше ақырғы шешім:



 ,  және  , .
Бірінші функцияны  тексерейік: Лежандр шарты:  
Якоби теңдеуі=0,, 
Якоби шарты орындалады:
Вейерштрасс шарты орындалмайды: 


Екінші функцияны  тексерейік: Лежандр шарты шарты орындалады:  (минимум)
Якоби теңдеуі=0,, 
Якоби шарты орындалады:
Вейерштрасс шарты орындалмайды: 
-



4.2. Шекаралары жылжымалы вариациялық  есептер
Ұйғарымды   функцияларының  М  жиыны  келесі шарттарды қанағаттандырсын:  афункциялары  үзіліссіз дифференциалданады, яғни    мұндағы ішкі нүктелері a мен b берілмеген  кесінді;
б) қисықтардың  шеттерін анықтайтын   мен  мәндері
                                                                      (1)  
шекаралық шарттарын қанағаттандырады. Барлық  М  жиынына тиісті ұйғарымды қисықтардың ішіндегі 
                       I                                                  (2)
функционалын  экстремумге жеткізетін  қисығын табу қажет. Интеграл астындағы функция  екінші реттіге дейінгі үзіліссіз дербес туындылар иеленеді.
Жоғарыдағы  (4.1) шарты  жылжымалы шеттерді  анықтайды. Сонымен,  қойылған есептегі экстремум шеттері   (сол жақ  шеті үшін ) және  (оң жақ шеті)  теңдеулерімен  өрнектелетін  берілген екі жатық сызықтың бойымен сырғитын жатық функциялар класынан ізделеді. 
Егер  қисығы (2) шарт орындалғанда, (1)  функционалды экстремумге жеткзсе, онда 
1)  функциясы Эйлер теңдеуін қанағаттандырады;
2) 
                                (3)
Ескертпе 3. Функционалдың экстремәлнің шеттік шарттарының  бір жағы еркін, екінші жағы бекітілген; бір жағы еркін, екінші жағы жылжымалы; бір жағы бекітілген, екінші жағы жылжымалы болатын түрлі дербес жағдайларында тиісті шарттарды қанғататтандыруы қажет екенін есте сақтаңыздар.
4.2.1. Есеп шығару мысалдары



	Мысал 1. және  сызықтарының арақашықтығын табу 
[image: ]
                      Мысалдың геометриялық түсінігі


Бұл есеп классикалық вариациялық есептеудің есебін білдіреді  де 
[image: ]




функционалының экстремумын табуға соқтырады. Суреттен шекаралық шарттардың  түрін табамыз: сол жағы үшін , ал оң жағы үшін  Мұнда да интегрант тек  туындыға тәуелді болғандықтан, Эйлер теңдеуінің жалпы шешімін бірден жазамыз: . Шекаралық шарттар 2-жағдайға сай келеді.  Трансверсалдік шарттары:

Осыдан сол жақ шет үшін
[image: ]

Осыдан . Аналогия бойынша  оң жақ шет үшін:
[image: ][image: ]

Осыдан . Шекаралық шарттарды ескеріп, ақырынды табатынымыз: 

[image: ]



Екінші теңдеуден  бірінші теңдеуден:. Үшінші теңдеуден:  Төртінші теңдеуден:  Ақырғы шешім:    Сонда сызықтардың арақашықтығы мынаған тең болады: 
[image: ]
4.3. Практикалық сабақ тапсырмалары
	Функционалдардың ұйғарымды экстремәлдарын табыңыз
1)                                                 
2)                                                
 3) 
4)
5)
6)                                                 
7)                                                 
8) 
9)                                                 
10)                            
11) 
12) 
13)                           
14)                           
15)
 16) 
17)
18)                                                       
19)                                                
 20) 
21)
 22)                                                       
23)                                                
 24) 
25)                                                 
26) Вариациялық қисапты қолданып,   параболасы мен түзуінің ең қысқа ара қашықтығын табыңыз.
27) Вариациялық қисапты қолданып,  А(1;0) нүктесінен дейінгі  ең қысқа ара қашықтығын табыңыз.
28) Вариациялық қисапты қолданып, А(-1;5)   нүктесінен  параболасынадейінгі  ең қысқа ара қашықтығын табыңыз.
29) Вариациялық қисапты қолданып,   шеберінен  түзуіне дейінгі  ең қысқа ара қашықтығын табыңыз.
30) Вариациялық қисапты қолданып, А(-1;3)   нүктесінен  түзуіне дейінгі  ең қысқа ара қашықтығын табыңыз.
31) Вариациялық қисапты қолданып, А(0;0;0)   нүктесінен  жазықтығына  дейінгі  ең қысқа ара қашықтығын табыңыз.
32) Вариациялық қисапты қолданып, А(2;0;5)   нүктесінен  жазықтығына  дейінгі  ең қысқа ара қашықтығын табыңыз.
33) Вариациялық қисапты қолданып, А(2;0;5)   нүктесінен  және   жазықтықтарының ең   қысқа ара қашықтығын табыңыз.
34) Вариациялық қисапты қолданып, А(2;0;5)   нүктесінен  жазықтығына  дейінгі  ең қысқа ара қашықтығын табыңыз.
 35) Вариациялық қисапты қолданып, А(2;0;5)   нүктесінен  және   жазықтықтарының ең   қысқа ара қашықтығын табыңыз.

Жауаптары
1) 2) 3)  4)   
5) 1. 6)  7)8)
 9)   10)    11) 12)   функционал минимумы    функционал максимумы  26). 
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